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О подклассах комплексов эллиптических цилиндров 
 

Исследуются в трехмерном аффинном пространстве ком-
плексы (трехпараметрические семейства) эллиптических ци-
линдров, у которых индикатриса первого координатного векто-
ра описывает поверхность с касательной плоскостью, парал-
лельной координатной плоскости ).,,( 21 eeA  Геометрически 

охарактеризованы характеристическое и фокальное многообра-
зия образующих элементов рассматриваемых комплексов. По-
лучены геометрические свойства исследуемых многообразий. 
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В трехмерном аффинном пространстве продолжается иссле-

дование комплексов (трехпараметрических семейств) 
3Z  эллип-

тических цилиндров, изучение которых было начато ранее [1], в 

репере },,{ ieAr   ,3,1,, kji  построенном в указанной работе. 
Согласно статье [1] уравнение цилиндра q и система диф-

ференциальных уравнений комплекса 
3Z  соответственно 

имеют вид 

 ;01)()( 2221  xxF   (1) 
 1 1

1 ,ω εθ   3 1
1 11 ,ω ελ θ  1 1,ω εθ  2 2 1 2

1 ,ω A θ εθ   

 3 1 3 2 3
2 2 3 2 0,ω ω ω ω ω       (2) 

где 
 1 1

3 ,θ ω  2 2
3 ,θ ω  3 2

1 .θ ω  
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Рассмотрим подклассы комплексов ,3
Z  когда индикатриса 

вектора 1e  описывает поверхность с касательной плоскостью, 

параллельной координатной плоскости ).,,( 21 eeA  
Так как 3

1
112

3
1

1
1 eeeed    для комплексов ,3

Z  

то выделяемых подклассов комплексов 
3Z  с вышеуказанным 

свойством индикатрисы вектора 1e  будет два: первый при 

ε = 0, второй при λ11=0, которые обозначим символами 1Ẑ  и 

2Ẑ  соответственно. 

Системы уравнений Пфаффа для комплексов 1Ẑ  и 2Ẑ  со-
ответственно будут иметь вид 

 2 2 1
1 ,ω A θ  1 3 3 1 3 2 3 1

1 1 2 2 3 2 0;ω ω ω ω ω ω ω ω          (3) 

 2 2 1 2
1 ,ω A θ εθ   1 1

1 ,ω ω   3 1
1 ,ω θ  1 1,ω αθ  

 3 1 3 2 3
2 2 3 2 0.ω ω ω ω ω       (4) 

Анализируя системы дифференциальных уравнений (3) и 
(4) в соответствии с методикой, содержащейся в работе [2], 

убеждаемся в том, что комплексы 1Ẑ  существуют и опреде-
ляются с произволом одной функции одного аргумента, а ком-

плексы 2Ẑ  — с произволом одной функции двух аргументов. 
Характеристическое многообразие [3] цилиндра q задается 

системой уравнений 

 F1 = 0, F2 = 0, F3 = 0,  (5) 

где Fk удовлетворяют уравнению .
2

1 k
kFdF   

Для комплексов 1Ẑ  система уравнений (5) имеет вид 

 1 3 2 2
1 0,x x A x   2 3 0,x x   1 2 0,x x    (6) 

а для комплексов 2Ẑ  эта система выглядит следующим образом: 

 1 2 1 1 3 2 2
1( ) 0,α x αx x x A x      2 3( ) 0,x x ε   1 2 0.x x    (7) 
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Из систем (6) и (7) вытекает следующая теорема. 
Теорема 1. Характеристическое многообразие [3] цилин-

дра, описывающего комплекс 1Ẑ , состоит из двух координат-

ных осей ),( 1eA  и ),,( 3eA  а описывающего комплекс 2Ẑ  со-

стоит из координатной оси ),( 3eA  и прямой, проходящей че-

рез точки (1, 0, 0) и (0, 0, – α). 
Фокальное многообразие [3] цилиндра, описывающего 

комплексы 1Ẑ  и 2Ẑ , задаются соответственно системами 
уравнений (6) и (7) с добавленном в каждой системе уравне-
ний выражения (1). 

Из определений фокальных многообразий цилиндра, опи-
сывающего исследуемые многообразия, следует 

Теорема 2. Фокальное многообразие [3] цилиндра, описы-

вающего комплекс 1Ẑ , состоит из двух точек, являющихся 

концами векторов 1e  и ,1e  а описывающего комплекс 2Ẑ  

состоит из конца вектора 1e  и конца вектора с координата-
ми (–1, 0, – 2α). 

Обозначая через Ai  концы векторов ,ie  Mi  текущие 

точки координатных осей ),,( ieA  M3+i  текущие точки ко-

ординатных плоскостей ),,,( 21 eeA  1 3( , , )A e e  и ),,( 32 eeA  со-

ответственно, для комплексов 1Ẑ  получаем 
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 ,)()( 3
3

2
233112

11
131
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 .)( 3
3

2
2312

1
2

1
13

6 edxexAdxexdM    

Для комплексов 2Ẑ  формулы (8) будут иметь вид 
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  2
31212

11
1111

1 )()( exAexdxdM  1 1
3 ,x θ e  

 ,)( 2
212

1
2

1
1

2 eAdxedM    

 ,)()( 3
3

2
23212

11
131

3 edxexAexdM    

  212
1

2
1

1111
4 ()(  AdxexdxdM  

 ,) 3
11

2
31 exex    

  212
11

131111
5 ()(  AexxdxdM  

 ,)() 3
113

2
2331 exdxexx    

  2
23212

1
2

1
131
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Анализируя и дифференцируя формулы (8) и (9), получаем 
теоремы. 

Теорема 3. Комплексы 1Ẑ  обладают следующими геомет-

рическими свойствами: 
1) индикатриса вектора ,2e  координатная прямая ),( 2eA  

и координатная плоскость ),,( 21 eeA  неподвижны; 

2) индикатриса вектора 1e  и центр луча прямолинейной 

конгруэнции осей цилиндра описывают однопараметрические 
семейства линий с касательными, параллельными вектору 2e ; 
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3) индикатриса вектора ,3e  точки координатных прямых 

),( 1eA  и ),( 3eA  описывают конгруэнции плоскостей, парал-

лельных координатной плоскости ).,,( 21 eeA  

Теорема 4. Комплексы 2Ẑ  обладают следующими гео-
метрическими свойствами: 

1) индикатриса вектора 2e  неподвижна; 
2) центр луча прямолинейной конгруэнции осей цилиндра, ин-

дикатриса вектора ,3e  точки координатных прямых ),( 2eA  и 

),( 3eA  описывают конгруэнции цилиндрических поверхностей с 

образующими, параллельными вектору 2e ; 

3) точки координатной прямой ),( 1eA  описывают ком-
плексы цилиндрических поверхностей с образующими, парал-
лельными вектору .2e  
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About subclasses of complexes of elliptical cylinders 
 

In three-dimensional affine space research of complexes (three-
parametric families) of elliptical cylinders at which the indicatrix of the 
first coordinate vector describes a surface with the tangent plane parallel 

coordinate plane of ),,( 21 eeA  proceeds. Characteristic and focal varie-
ties of forming elements for considered complexes are geometrically de-
scribed. Geometrical properties of researched varieties are obtained. 




